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ПРЕДИСЛОВИЕ, 


Въ 1905 г. мною была напечатана статья подъ заглашемъ 
„Новое изложеше основныхъ принциповъ теоретической ме- 
ханики“, въ которой я пытаюсь основать изложене началъ 
механики на принципахъ сохранешя вещества и эиерни, 
придавъ имъ, съ этой цфлью, особое толковане. Въ виду 
вообще краткаго и конспективиаго изложешя указаниой 
статьи——одинъ изъ ея важнЪфЙшихъ отдфловъ, а именно, 
отдБль о „функщи движен!я" (входящей въ ‘выражеше жи- 
вой силы), также былъ изложеиъ мною лишь въ такомъ объ- 
емЪ, насколько это рёшительно необходимо для связности 
и послфдовательности изложешя. Въ настоящей же замфтк® 
я привожу нёкоторыя новыя панныя, относяццяся къ этому- 
отдёлу. Для обоснованности изложешя привепеиы здфсь 
(глава {) основиыя положешя изъ моей вышеуказаииой 
статьи. 


Я. Грдива. 


ГЛАВА 1. 


Овновные принципы динамики. 


, $ 1. Количество вещества. Вс свои построен! динамика, этотъ 
‘ражифйцшй и интереснЪйний отдфлъ теоретической мехавики, лёлаетъ 
‘при помоши трехъ основвыкь и первопачальныхь поняйй—ипро 
странства, времени и вещества или матери, не поддающихся даль- 
нфйшему раздфленю и объясненйо. -. 

Чтобы имфть возможность измфрять и опредЪлять нолиичество 
вещества, усвовимся въ’ слёлующемъ опредлен!и. 

Основное опредвлен!е {. Доличество вещества, системы равно 
5 ся частей. 
дуетъ, что количество одного и того 


сумаиь количествь вещества вол 
Изъ этого опредфленя сл" 
же силошеного однороднаго вещества пропоршоенально его объему. На: 
зывая черезь 9 объемь даннаго сплошного однороднаго вещества, а 
черезъ р нВкоторый произвольный постоянный положительный мно- 
житель, для количества м этого вещества имфемъ выражене: 


тра (1) 
Если имфется другое сплошное олнородное вещество, занимаю- 
щее объемъ 4, то количество его ии, согласно предыдущему, бурет. 


а 9 
тлф опять р, есть пронзвохьный постоянный положительный множи- 
тель. Точно такимъ же образонъ выражается соотношене между объ” 
емомъ и количествомъ какого угодно сплошного однороднаго веще- 
ства. Теперь возникаегь вопросъ, какимъ образомъ сравнивать ко- 
личество разлииныхе сплошвыхъ однородныхь веществъ? Вопрось 
этотъ приводитъ, очевидно, къ возможности сравнешя множителей 
РР в - -.., Которые можно назвать характеристичебкими 
хозффищентами соотвтственныхь вешествъ. Для рфшешя этой за- 
дачи недостаточно одиого только опредёленя 1, а необходимо введе- 
'Ше новыхъ дополнительныхь услов!; услошя эти и будуть введены 
зъ дальнзфйщемъ, что позволить отафтить на предложенный вопроёъ, 
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Если часть 4, объема нфкоторой системы занята одним сплош. 
вымъ однороднымъ веществомъ, другая, новая часть 4» замята дру+ 
гимъ сплошнымъ однородвымъ веществомъ и т. д., то, принимая пре- 
дыдуция обозначешя, для количества зещества всей системы М, на 
основани опредБлешя 1, имБемъ: 

М=ии т.р... .=УХ те 
ре 4-5 --. .. = 09 2) 

Если система состоить изъ неолнороднаго вещества, то вообше 
характеристическй козффищенть будетъ непрерывно измфияться при 
переход» отъ одной точки твла къ другой и, ва основами новыхъ 
дополнительныхь услоый, которыя должны быть приняты для воз- 
можности измфрешя количества вещества, этотъ коэффищенть дол- 
женъ выразиться функшей координать точекъ тфла въ каждый 
разсматриваемый моментъ времени. Пренебрегая безконечно малыми 
второго порядка, дия количества вешества (би, заключающагося въ 


одномъ изъ безконечно малыхь элементовъ объема системы @4, 
найдемъ: 


Яир 4 (3) 
тд характеристическй коэффишенть р долженъ быть взять для 


одной изъ точекъ внутриили на поверхности объема 44. Количество 
вещества всей системы, согласно предыдущему, будеть: 


М= [ат== [$ 94 4) 
гдЪ ивтегрироваше должно быть распространено на весь объемъ 
системы. 

По свойству разсматриваемаго интеграла, который по существу 
будеть опредфленнымъ и представить предфлъ суммы безконечно 
малыхъ слагаемыхъ, выражежще (4) даегъ для количества вещества 
системы М математически точную величнну, не смотря на прибли- 
жениость выраженя (3), ибо въ предфлВ всф ошибки и сумма ихъ 
обращаются въ нуль. 

$ 2. Мёра движеня. При характеристикв движещя матераль- 
ныхъ системъ оказызается весьма полезвымъ введене въ общемъ 
видЪ особой функщи, обладающей слфлующими свойствами. 

1) Когда перемфнное независимое х обрашается въ нуль, то и 
величина этой фуньщи 7 (х) донжиа обратиться въ иуль: 


(0) =0 (5) 
2) Прн положительныхъ и конечныхъ значешяхь х фунашя / (х) 
должна быть также положительна и конечна: 


со >1 (> 0 (6) 
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3) Безконечно большому положительному значеню х должна 
также соотвЪтствовать безконечно болышая положительная величина 
Их 

Ло) == оо (1) 

4) При непрерывномъ увеличен: х отъ нуля до положительной 
безконечности функшя /(л) лолжна также менферывно увеличиваться 
(безъ разрывовъ непрерывностн}; аналитически это выразится тЁмъ, 
что первая производная #@&) должна быть положительна и конечна: 


© >70) >90 (8) 

Очевилно, что, при исполнеши условй 1-го и 4-го, услове '2-ое 
будеть танже исполнено. 

5) Каждому положительному значению х должно соот тствовать 
только одно положительное значеше функщи /(^). 

5) Наоборотъ, каждому положительному значенно Х функши 
1) полно соотвфтетвовать только одно положительное значеше д; 
слЪдоватсньно, уравнеше ‘ 


1®=Х 
должно имфть при А>>0, толыю одинъ положительный корень 
1 >0 (что не исключаеть возможности существованя отрицательныхъ 
и инимыхъ корней). 

Функий /(%), удовлетворяющая всфмъ этимъ требоващямъ, мо- 
меть быть названа сопровождающей функщей оть х. Эта функшя 
имфетъ безчисленное иножество видовъ; таковы, напримфръ: 

Хед =ахи; У) а 1) 
тд с есть основае натуральныхъ лотариемовъ, а я, а, &—положа- 
тельные параметры. . 

Теперь для характеристики движешя матеральныхь тлъ и сис- 
темъ введемъ особое поняме миры двнженйя, для образовашя кото- 
раго условамся въ слфдующихьъ двухь опредфлешяхъ, 

Основное онредВлене П. Мира движенаи снетемы, движу- 
щейсл поступательно, равна произведенйо количества ‘вещества ея на 
сопровождающую функийо озте ея скорости. 

Осповное опред ленае Ш. Мира движения снетемы, имвю- 
щей произвольное движение, равна сумдиь мерё движения веьхв ся 
частей. . 

Еспи количество вещества системы есть №, а скорость постуца- 
тельнаго движешя этой системы есть 9, то, на основан опредфлен!я 
И, для ыфры дзижешя этой системы т имфемъ выражеше: 


+= (9) (9) 
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` Есян система имфетъ произвольное двюжеще, то разобьемъ ве 
мысленно на безконечно малые элементы, количества вещества” кото: 
рыхъ безконечно малы; кромВ того, дфлене сдБлаемъ такъ, чтобы 
скорости всфхъ точекь одното и того же элемента въ данный мо- 
мевтъ времени безконечно мало разнихись другь отъ пруга какт 
ло величин, такъ м по направлено. Если, при этихъ усномяхъ 
количество вещества одного изъ эдементовъ будетъ Дур=ер 44, : 
скорость любой изъ его точекъ будетъ 2, то, пренебрегая безконеч. 
но малыми второго порядка, для мВры движешя этого элемента ® 
имемъ выражене: 

у ==) ат=р }(®} 4 (10) 
Мфра лвиженя всей системы Т, на основаши опрежвлешя Ш, 
будеть. 


Те Галыы Ге) ата До} (11) 
тдв интегрироваше должно быть распространено на все вещество 
или на весь объемъ системы. Полученное выражеше, по свойству пре- 
дфла суммы безконечно малыхъ, математически точно, не смотря на 
приближенность выражешя для 4. 

Видъ сопровожлающей фуккща, вхоляшей въ выражене мфры двн- 
жешя, нисколько не ограничивается опредфлещемъ Ш; видъ этой функ- 
щи можеть быть избранъ произвольно няи же, если подчинить мВру 
движешя нфкоторымъ новымъ условямь, онъ можеть опредфлиться 
на основаны этихъ новыхъ дополнительных задан и условй. 

$ 8. Превращеня вещества и движения. Опыть н наблюдене 
показываютъ, что исчезновене или умевьшеше количества одного 
или нфсколькихь веществъ всегда и неизмфнно сопровождается появ- 
лешемъ или увеличешемъ количества другого или нсколькихъ дру- 
тихъ вешествъ и наоборотъ. 

Законъ, ваолнЪ аналогичный указанному закону превращеня 
вещества, наблюдается также относительно такихъ на первый взглядь 
разнородныхь дилтелей матери какъ движене вещества, теплота, 
свЪть 1), электричество, магнитизмъ и химическое сродство, если толь- 
ко принимать во внимаще не только видимыя движешя обыкловен- 
наго’ вещества; но и скрытыя движеная скрытаго вещества или эфира. 
Законъ этотъ можно выразить такъ: при исчезновеши или уменьше- 
ни одного или нфсколькихь изъ выщеуказанныхь дфятелей, считая 


1) Свёть вдфсь подразумвается исключительно какъ дфятель видннаго вс- 
щества въ свбтоиспускающихъ и нёкоторыхъ свфтологлощающихь тБлахъ, а не 
какъ дфятель эфира. 
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въ числ ихъ и движене видемаго и скрытаго вещества, появляется 
или увеличивается другой или несколько другихь цфятелей и на- 
оборотъ. 

Приведенный законъ дфятелей ясно показываетъ, что вс явле- 
ня вт, матеральномъ мВ происходятъ такъ, что одинъ дфятель мо- 
жеть переходить въ другой. Но подобное свойство дЪятелей можно 
понять только при предположени, что сущность всЪхъ дфятелей одна 
н та же. ИзвВстна сущность только одного дЪятеля—лвиженя. По- 
сему, для возможности объясневя перехода пфятелей другъ въ друга, 
необходимо сдБлать предположене, что сущность и всфхъ остальныхъ 
дъятелей, какъ-то: теплоты, свфта, электричества, магнитизма и хими- 
ческаго сродства, представляеть также движене. Однако, во всЪхЪ ` 
явлешяхъ теплоты, свЪта, электричества, магнитизма и химическаго 
сродства не замфчается никакихъ движенй, Но можно предположить, 
что движутся не цблыя тЪла, участвующшя въ указанныхъ явлевяхъ, 
а чрезвычайно малыя части ихъ, причемъ движене этихъ’ частиц, 
хотя, быть можетъ, и весьма быстрое, ограничивается весьма неболь- 
шими объемами. По этимъ причинамъ эти движеня и не могуть 
быть непосредственно наблюдаемы. 

Послф всфхЪ сдфланныхъ предположешй и разъяснейй зажонъ 
преврашеня лфятеней можетъ быть выраженъ въ слВлующей формЪ: 
уменьшене мФры одного или нфеколькихь видовЪ движеныя видимаго 
и скрытаго вещества всегда и неизмфнно сопровождается `увеличе- 
вщемъ мфры другого или нфсколькихъ другихъ видовъ движеня этихъ 
веществЪ и наоборотъ 1). Этоть законъ превращеня движенй впол- 
'яЪ аналогиченъ закону превращеня вещества. 

Естественно возникает ‚ теперь вопросъ громадной важности: 
какъ измняется общее количество вещества и общая мфра движеня 
при ихъ превращешяхъ? Прежде всего можно замфтить, что отвфтьъ 
на предложенный вопросъ самымь существеннымъ образомъ зависить 
оть выбора системы характеристическихь коэффищентовъ различ- 
выхъ веществъ и вида сопровождающей функщи, входящей въ выра- 
жеше мфры движения. Самое простое и естественное описане явленй 
будеть то, при которомъ окажется, что при всёхъ превращешяхъ не 
изыняется ни общее количество вещества, ни общая мвра движеня 
всЪхъ участвующихь въ превращенщяхь тфлъ. Посему, пользуясь не- 
опредфленностью характеристическихь коэффищентовъ и’ сопровожда- 
ющей функши, необходимо‘ попытаться подобрать эти коэффишенты 


4) Здёсь решительно отвергается дЪйстве частей вещества другь на друга 
за разстоящи (асцо щ (але). . 7 
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в функшю такъ, чтобы получить постоянство общаго количества. не 
щества и общей мВры движеня для эсзхъ тфль, участвующихь въ 
превращенияхъ. Но, вчВ всякаго сомифиы, напередъ нельзя сказать, 
можетъ ли такая попытка увВичаться усифхомъ. Л.5йствительно, изъ 
одного ряда преврашешй можно опредлить, на основами предио- 
ложеня о постоянствБ общаго количества вещества н общей мёры 
движеня, характеристичесме коэффишенты н видъ сопровождающей 
функщи, а потом, пользуясь этими коэффищентами и функщей для 
вычисленя общаго количества вещества и общей мфры движешя для 
другихъ рядовъ превращенй, можно было бы получать, быть мо- 
жеть, полную изм\нчивость этихъ величинъ. Слфдовательно, для 
возможности получешя постоянства общаго количества вещества и 
общей мЪры движеыя, недостаточенъ один поиборъ характеристи- 
ческихъ коэффищентовъ и вида сопровождающей функщи, а необхо- 
димо, чтобы само вещество и его движеще обладали яфкоторыми 
опредфленными свойствами. Въ дальнЪйшемъ будетъ сдфлана гипо- 
теза, что вещество и его движен!е такими свойствами въ дЬйствитель- 
ности и обладаютъ. Ве выводы, сдфланные на основанйи этой гипо- 
тезы, всегда и вполнф опраздызались на практик, что придаетъ 
этой гипотез высокую степень вфроятности, почти достовфрность, 
и во всякомъ случа, она можеть быть принята какъ основаше схем, 
соверменно правдиво описывающей вся явленя матеральнаго мгра. 

$ 4. Принципы сохраненйя вещества и энерги. ВсБ выводы н 
предположещя предыдущаго параграфа въ сушности относятся къ 
области физики и химш, гдф они полузають подробное развийе и 
объяснеше. ВмЪсто всфхъ этихъ предположенй въ динамику вводится 
только одна нижесл5дующая гипотеза. 

Основная гипотеза Г. Вещество и его движене обладаютб зна- 
кими свойствами, чию возможно подыскать такую систему харавте- 
фистическихь козффицентовь и такой вндз сопровождающей функщи, 
сё принянцемг которыхз окажется, что при какихв угодно превраше- 
няхё не измъняется ни общее количество вещества, ни общая мира 
движения веъхз участвующиль вё превращеняхь тттьль. 

Подобранные такимъ образомъ характеристическе коэффищенты 
можно назвать иложностями соотвЪтственныхъ вешествъ (исуинными 
плотностями--въ отличе очъ вндимыхь, обыкновенныхь плотностей), 
а подысканную при этомь сопровожщающую фузкццо можно назвать 
функшей движения. Количество вещества нЪкоторой системы, опре- 
дфленное при помощи величинъ плотностей, можно назвать ея мас- 
сой, а мфру движешя ифкоторой системы, опредзленную при помощи 
плотностей или массъ и функщи движешя, можно ‘назвать ея энергий 
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или живой силой. Тогда изъ принятой гипотезы [ сяфдуютъ два за- 
кова или привципа, имюние громадное значен{е не только для дина- 
мики, но и для асфхъ естественныхъ наукъ; законы эти слёдующе: 

Основной законъ [. Ми каких угодно превращеняхе общая 
„масса весь участвующихь пиълё оставтся постоянной, 

Основной законъ И. Ири какиль угодно превращеняхв общая 
знерея или живая сила верхб унаствующихь эиюль остается по- 
столнной, 

Перзый законъ называется принциоомъ сохраненшя вешества, а 
второй—принципомъ сохранешя энерми. 

Вообразимъ систему вещества, не приходящую абсолютно ни въ 
какое соприкосновене и взанмодЬйстве съ вешествомъ, къ этой’ сис- 
тем вс принадлежащимь; такую систему можно назвать свободной ^ 
изолированной. Согласно этому опредфленно всякая система, огра- 
ниченная абсолютной пустотой, будетъ свободной изолированной, 
такъ какъ черезъ абсолютную пустоту никакое ззаимодЪйстве не- 
возможно, . ‘ 

Изъ основныхъ принциповъ слфдуеть, что масса и энермя или 
живая сила всякой свободной изолированной системы не измЪняются. 

Оставляя для плотностей, массъ, живыхъ салъ и функци дви 
жешя соотзфтственно т же обозначеня, что и для характеристиче- 
скихъ коэффищентовъ, количествъ вещества, м6ръ движеня и сопро- 
вожлающей функши въ общемъ случаф, принципы сохранеяя веще- 
ства ин энерми можно аналитически выразить сл6дующимъ образомзъ: 


М= Гат= До @4==сонзЕ. (12) 
Т= / Дл@® ат ДР) в==соня, (13) 


тлф интегрировая должны быть распространены въ соотвтетвен- 
ныхъ случаяхъ на всф тфла, участвуюния въ превращешяхь, или на 
все. вещество своболной изолированной системы. 


Изъ равенствъ (12) и (13) слфдуетъ, что плотность одного изъ 
веществъ можеть быть избрана совершенно произвольно, ибо увели- 
чеше или уменышене всзхъ плотностей въ одномъ и томъ же отно- 
шенши не нарушить смысла равенствъ (12) и (13). 


Изъ всего сказаннаго вндно, что чрезвычайно важную задачу 
динамики составляетъь опредфлеше вида функши движеня, а также 
изыскаше способовъ измБреня массъ. 


Телерь можно сказать, что законы сохранения вещества и энер- 
р } р 
пи представляютъ одну изъ возможныхъ совокупностей тфхъ допол 
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нительныхь условй, которыя необходимы для приданя ‘полной опре- 
дьленности поняМямъ количества вешества и мфры движеня. 

Есль въ данный моменть времени все вещество н$которой 
свободной изолированной системы находится въ поко, то изъ 
принципа сохранешя энерми слфдуетъ, что эта система останется въ 
покоВ н въ дильтВйщемъ, ибо если хотя бы одна частина ея презвла 
въ движене, то пронзошло бы увеличеше энерйи разсматриваемой 
свободной изолированной системы отъ нуля до вфкоторой положи 
хельной величины, чего быть не можетъ. 

$ 5.  Принцины относительнато движеня и инерши. Сябдую- 
ПЫЙй изъ опытозъ и наблюденй законъ отиосительнаго движешя 
высказываемт только въ видЪ гипотезы, таёъ какъ подлежания явле- 
ыя нельзя наблюдать во всей ихъ чистотф. Гипотезу эту формули- 
руемъ такъ: 

Основная гипотеза П. Всякая свободная изолированная сис- 
знема сохраняетив свое поступательное прямолинейное и равномпрное 
движени, причемв относительныыя движешя частей ся происходять 
так, какз будто бы общаге поступательнаго движеня нс было. 


Положимъ, что въ нфкоторый моментъ времени какая-либо сво- 
бодная изолированная система имфетгь только одно поступательное 
двнжеше. Тогда относительныя скорости всЪхь точекь ея въ этоть 
моменть булутъ равны нулю. Еслибъ система не имВла указаннаго 
поступательнаго движеня, то ть данный моментъ времени она была 
бы въ поко?{; но, по закону сохранешя энерти, она должна была бы 
остаться въ покоф вфчио. Отсюда слфлуетъ, согласно гипотез И, 
что въ разсматриваемомъ случаф всЪ точки системы и въ дальнЪИ- 
шемъ не будутъ имфть относительныхь скоростей, и движене сис- 
темы будеть только поступательное прямолинейное и равномфрное 

.60 скоростью въинеуказаннаго. начальнаго момента. Итакъ, позу- 
чаемъ слфдующё весьма важный законъ простЪйшаго движеня сво- 
бодной изолированной системы, называемый заковомъ или оринци- 
помъ инерщши. 


Основной законъ НЕ. Всякая свободная изолированная система, 
илиьющая вв нюкоторый монентз ‘времени только поступательное дви- 
жене, сохраняет 20 как5 по величинь, такь и по нанравленаю ско- 
фосниь 

$ 6. Опредвлен1е вида функши движевчя. Вообразимъ свобод- 
ную изолированную систему двухъ матеральныхъ точекъ ‘одинако- 
вой массы зи, соединенныхъ геометрическимъ абсолютно пеизм$няе- 
мымъ стержнемъ, масса котораго равна нулю. Ноложимъ, что въ 
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нфкоторый моменть времени 06$ матеральныя точки разсматривае- 
мой системы имфютъ равныя по величинф, но прямо противополож- 
чыя по направленио скорости и. Тогда движеше системы будетъ 
врашательное около воображаемой неподвижной оси, проходящей 
черезъ середину стержня и перпендикулярной къ нему и къ плос- 
кости начальныхь скоростей в. ДЪйствительно, еези предположить, 
что система примегъ н8которое лругое движеше, то всегда возмож- 
но подыскать новое движене, ему вполнЪ подобное, а въ обшемъ 
случа даже 8 такихъ движещя. Нть никакихь основанй допустить, 
что система можеть принять олно изъ этихъ 2-хъ ини 4-хЪ вполиь 
подобныхть движенй предпочтительно пережъ остальными, а. потому 
надо принять, что дЪйствительнымъ движетемъ будетъ вышеуказан- 
ное вращательное, ибо только ему нельзя`подыскать никакого по- 
добнаго движеня. Выводъ этотъ основывается на одномт изъ глав- 
ныхъ законпвъ нашего мышления, извлеченномъ изъ всей совокуп- 
ности опыта и наблюденя—зажонь причинности, согласно которому, 
всегда должны существовать причины" и условия, ноторыя обусловли- 
ваютв зто обстоятельство, что всякое явлене матерального мфа 
проислодниь в5 данномз направленти, а не иначе. Не смотря на то, 
что въ такомъ видЪ законъ этотъ не вызываетъ никакихъ сомнЪнй, 
ТЪмь не менфе, для полной опрен$ленности, будемъ считать, что въ 
хожВ настоящаго разсуждешя вводимъ въ дивамику слфдующую 
гипотезу. 

Гипотеза Ш. Свободная изолированная система не можеть 
принлть ни одного изз числа нисколькихь вполиь подобныхь возмож- 
ныхв двшисенй. 


Въ дЪйствительномъ вращательномь движеши разсматриваемой 
системы скорости обБихъ матеральныхъ точекъ будуть одикаковы, 
а потому законъ сохраненя энерми требуеть, чтобы эти скорости 
не измфнялись по`величин® и были равны начальнымъ скоростямт ю 
Слфдовательно, вращеше системы будетъ равномфрное. 

Предположимъ тецерь, что система, кромВ этого вращательнаго 
движен!я, иметь въ нфкоторый моментъ времени еще йоступатель- 
ное движеще, направлеше скоростей котораго ‘у совпадаетъ съ 
плоскостью вращешя системы. Согласно съ тинотезой Й, система 
сохранить оба движеня, причемъ середина стержня будетъ двигаться 
прямолинейно и равномрно со скоростью 7, а обф матешальныя 
точки въ относительномъ  движени системы будуть описывать, со 
скоростью 3, дв» одинаковый: окружности; лежашия: за все время 
движеюя въ одной и той же плоскости. Кривая, описываемая каж- 
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дой ‘точкой въ абсолютномъ движени, называется въ твометри 
зтрахоидой. 

Положим, что въ н$который моментъ времени система нахо- 

дится въ такомъ положении (фиг. 1), въ которомъ стержень АВ пер. 

- певдикулярень къ 

направлено движе- 

Ня его середины (&, 

Абсолютная ско- 

рость матертальной 

точки „4 будеть 

и э-19; если о, то 

абсопютнаяскорость 

матеральной точки 

В будеть т-—&; по- 

сему полная живая сила системы въ разсматриваемомъ положени 

будетъ 


Фиг. г. 


эт роют /@—и) 
Если скорость поступательнаго движещя меньше скорости вра- 
шательнаго, то послфанюю обозначаемъ черезъ 9, а первую--черезъ 
®, и дия значешя живой силы системы опять получаемъ прежнее вы- 


ражеше, причемъ величина абсолютной скорости точки В опять бу- 
детъ положительва. 


Черезъ нфкоторое время система придегъ въ такое положене аф, 
въ которомъ стержень расположится вдоль лин! движеня его сре- 
дины 0е, причемъ матергальная точка Ч придеть озЯурлонене а, а 
матеральная точка В—въ положене 5. Скорости -0 
будутъ 


ихъ тоачекъ 


У ет 
а потому полная живая сила системы будетъ 


зи (у) 


По закону сохранешя знерби живыя сихы системы въ обоихъ поло- 
жешяхъ должны быть равны: 


т уе-Но)-Ет Гиват (у ай). 
Отсюда получаемъ равенство, служащее для опредфлешя вида функ- 
щи движеня: 


Ген) Гоща ГИ ит) ©49) 


ЕДЪ т и и суть положительныя совершенно произвольныя и другъ 


.Н_ 


оть друга независимыя величины (только 77>). Взявъ оть обфихь 
частей полученнаго равенства частныя производныя, сначала по э, а 
потомъ по 1, получаемъ: 


э 


тра 


Го ев (Уяя 


ИЕ и 
ур Ут нЕ 


орон (Ия 


сравневе даетъ: 


Гор Р о) Лол 


р к” 


откуда . 
(иле ероле-ь) 
или 


Го лем в) 


оф — 2—1 


принимаемъ 
з-д, му 
или 


оо; э=х 


въ обоихъ случаяхъ получаемъ: 
А 


С’ лы 65) 
ы Ра 

тлБ х и можно разсматривать какъ совершенно произвольныя по- 

зожительныя и другъ отъ друга независимыя величины: Дъйствитель- 


но, изъ предыдущихъ равенствъ имфемъ: 


ИЛИ 


такъ что всегда возможно подобрать тая попожительныя ‘значеня 
чи, тд э> и, при которыхъ х и у получатъ требуемыя значения, 
хотя бы было х«у или х>у. Существоваше вышенайденнаго равен- 
ства, при совершенно произвольныхь (положительныхъ) и другъ отъ 


= 19 


Хруга независимыхъ значейяхь х и у, показываетъ, что величина” 
частнаго, 


гы 
Е 


соверщенво не зависить отъ значешя независимаго перемфинаго х 
(при х>0) и есть везичина постоянная: 


Ре вон. 
х 
откуда 
ея 


интегрируя, находимъ: 


тлЪ $ есть постоянная интегрированя. Принимаемъ 


такъ что @ есть также постоянная величина; тогда ^ 


Убенва 46 (16) 
Всф шесть условй параграфа 2-го будуть исполнены при 
5=0; а>0 (17) 
и функшя движешя получаетъ видъ: 
на м {18} 


Пользуясь найденным видомъ функши движешя, живую силу. какой 
угодно системы можно представить слдующимъ образомъ: 


Т= Га ата ата [104 {19) 
Законъ сохраненя энергм теперь выразится аналитически такъ: 
Т= У =а Дина Гр? 4а-=сон, (20) 


гдЪ интегрироваше въ соотвЪуственныхь случаяхь должно быть 
распространено на все разсматриваемое вещество. Послфднее равен- 
ство показываеть, что коэффищенть а есть нроизвольная постоянная 
положительная величина. Проше всего было бы положить этотъ 
козффищенть равнымъ единицБ; однако, лучше воспользоваться его 
неопредфленностью для упрощешя аналитическаго выражен я работы — 
повятя, имфющаго огромное значеше для механики. Для этой ции, 
какъ видно изъ дальнфйшаго изложеня динамики, придется положить 


= (1) 


— в — 


причемъ выражеще живой силы какой-уголно системы получаетъ вилъ: 


ие 1 
7=5 У Е И 2 (22) 


а живая сила системы, лвижущейся поступательно, или матеральной 
точки выразится слЬдующимъ образомъ: 


1 # 2 
эти (23) 


гдб ит есть масса системы или точки, а у—ихъ скорость. 

$7. Дальнёйшее изложене динамики. Поняте о сил вво- 
дится нсключительно какъ амьра отклоняющцаго влёяня пли дъйствя 
окружающих массъ на естественное движеше матеральной точки 
по инерщи; мбра эта принимается равной произведенио массы точки 
на ея ускореше, и ее представияютъ какъ векторъ. 

Въ случа одновременнаго дЕЙств нёсколькихъ тфлъ на мате- 
рлальную точку можно указать, какую часть живой силы получаеть 
эта точка отъ кажлаго т$ла въ отифльности (законъ совмфстной пе- 
редачи живыхъ силъ). 

При выводБ уравнешй лвиженя системы несвоболныхъ мате- 

‚Мальныхъ точекъ приходится ввести слБлующую четвертую (н пос- 
лЪднюю) гипотезу: 

Гниотеза ГУ. Элеменииы всякой совомунности уравновышниваю- 
эцихся потерянныхе сил при идепльныхв связяль системы зависли 
исключительно отб расположеная а зеометрическихь свойств5 этихь 
связей в каждый момент времени, 

Эта гипотеза, законъ совмфстной передачи живыхъ силъ и 
принципъ сохранешя энерии даютъ возможность опрелфлить реакши 
идеальныхьъ связей и дать, такимъ образомъ, уравневя движешя сис- 
темы несвободныхъ матеральныхъ точекъ. 

Законъ дфйствй и противодфйствйй (трей законъ Ньютона) 
получается какъ слБдстые принципа сохранешя энерИи или же сл®- 
дуетъ изъ свойствъ идеальныхъ связей. 

При изложенм закона живыхъ силъ подъ именемъ зозненшаль- 
ной энереи понимается живая сила скрытыхъ массъ. 

Законъ совмСТНОЙ передачи живыхъ силь позволяетъ весьма, 
просто излагать начало возможныхъ перемфшенйй. 

Наконецъ, условЯ ‘равновЪоя и законы падешя тБиъ на, земной 
‘поверхности приводятъ къ возможности изм Брешя посредствомъ вф- 
совъ массъ обыкновенныхь тёлЪ. | 


ГЛАВА П. 


функция движек! я. 


$ 1. Общий случай движея-двухъ одинаковыхъ изолирован- 
ныхъ матемальныхь точекъ, соединенныхь идеальнымъ неизм$- 
няемымъ стержнемтъ, Видъ фупкий: движеня можеть быть получень 
не только сравнещемъ движен! разсматриваемой системы въ двухъ 
частныхь положешяхь, представленныхь на фиг. 1-ой, но и черезъ 
разсмотр®не всего ея лвиженя и въ самомт общемь случаЪ, пред- 
полагая только, что она остается свободной изолированной. 

Движене нашей свотемы, какь и всякаго вензмфняемаго Бла, 
можно въ любой моменть времени раз: 


жить ва нфкоторое посту- 
пательшое и соотвфтствующее ему 
вращательное двизеня. За вели- 
чнну и направлеше скорости по- 
ступательнаго движеюя въ нЪко- 
торый опредфленный моментъ вре- 
мени примемъ соотв уственные эле- 
менты скорости г (фиг. 2) точки С, 
представляющей середину стержня 
АВ. Вращене системы тогда бу- 
деть происходить около мгновеп- 
ной оси, проходящей черезъ точку 
С, причемъ скорости этого врайше- 
ня булутъ лежать въ нфкоторой плоскости РР; величину этахъ ско- 
ростей аля матеральныхъ точекъ „4 и В назовемъ черезъ 2. Есянбъ 
система не ныфла разсматриваемаго поступательнаго движешя, то 
она продолжала бы вращаться въ плоскости РЁ; около точки С, 
причемъ скорости точекъ А и В быля бы раввы свонмъ начальнымъ 


Ху 


Фиг. 2. 


значенямъ и. Въ дЪИствительности же, согласно съ гипотезой П, 
система сохранитъ оба лвиженя, и плоскость вращени РР; будетъ 
передвигаться поступательно со скоростью # центра С, оставаясь все 
время параллельной своимъ прежнимъ положенямть. 

Пусть СР и АЕ представляотъ проекши направлен. скоростей 
3 центра С и точка «4 на плоскость вращеня РР;. Линтю, перпенди- 
кулярную къ СР и проведенную въ плоскости РР; черезъ точку С, 
обозначимъ черезъ /Л. й у 

Положимъ, что въ нВкоторый произвольный моменть времени 
направленве стержня .4В образуеть уголъ $ съ лищей УЛ; уголъ ф 
представить собою произвольную перенфиную величину. Уголъ между 
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направлешемъ скорости поступательнаго движеня + и плоскостью 
вращешя РР, обозначим черезъ а; согласно съ гипотезой П, этотъ 
уголъ, а равно и величины скоростей поступательнаго и вращатель- 
наго пвиженй о и, представятъ постоянныя величины за все время 
изолированнаго двнжешм системы; кромф того, уголъ « всегда бу- 
демъ выбирать такъ, чтобы онъ бымь по числовой величинё не 
больше прямого.. Уголъ между направленями скоростей и и в мате- 
ральной точки 4 назовемъ черезъ $. Тогда скорость абсолютнаго 
движеня точки 4 будетъ: 


И й--Е5 05$ 


Углы $, а и ф представляють плосше углы трехтраннаго угла 
АЕГС. По извфстной фориулЪ сферической тригонометрии уголъ ф 
можно выразить черезъ углы и ф и дзугранный уголь при ребрЪ 
ЛЕ; но такъ какъ посяфдый уголъ прямой, то имЪемъ 


605 ф==005 9. 605 $ (24) 
Абсолютная скорость точки 4 будетъ: 
Уи 2 оюсоз и. с05ф 


Абсолютную скорость точки В получимъ, если въ послфднее выра- 
жене вмбсто величины угла ф подставимъ величину угла 180°-|- 9; 
тогда получаемъ 
Ия - 550 603а.605ф 
Живая сила системы, которая должна оставаться постоянной ве- 
личиной за все время свободнаго изолированнаго движеня, будетъ: 


Тат (И Р-Н 005 4.605 $) -|- 


2010 605% . 605 $) = сон5ё, 


Такъ какъ величина живой силы 7 должна оставаться постоянной 
для всфхь значеый угла ф, при постоянныхъ %, № и х, то первая про 
изводная оть 7 по у должна быть равна нулю: 


(— 2 605%. 5, $) 
Ри 3% 059.605 $} 
и | и -Е2 о 205 а 605 Ф 


9-16 с05 а. 5 


Чи рР/ Ея —б5исоза, 5 улярыя ты? а. фо 


— 165 — 


откуда 


=. 
У 


Обозначим абсолютныя скорости точекъ А и В черезь хи у, 
текъ что: 


1" 60$ &. 60$ ф) 


(25) 


Зоше 6054. 605 $ 


| (26) 


№03 а. 605$ } 


У и — Вет 605%. 505ф=) 


Тогла раненетво {25) припимаеть вндь: 


ЕС 


(27) 


Дегко показать, что скорбстямъ х ил можно придать совершен- 
по произвольныя и другъ отъ друга вполоВ независимыя поло- 
жительныя числовыя значеня. Дфйствительно, связь системы--пдеаль- 
ный неизмВняемый стержень-—налагаеть только одно ограничее на 
скорости обоихъ точекъ системы: проевши этихъ скоростей ва на- 
правлеше стержня АВ должны быть по величин равны и иаправ- 
левы въ одну и ту же сторону, потому что, въ противном» случа, 
произошло бы разрушене стериия. СяЪдовательно, если избрать со- 
вершенно произвольныя по числовой величин значешя скоростей х 
и у, то приведенное услоше наложить нфкоторое ограничене только 
на ихъ направленя. 


Къ такому же выводу можно пр!йти и другимъ, чисто аналити- 
ческимъ путемъ. Равенство (25) относится рЪщительно ко всфытъ сво- 
боднымъ изолированнымъ движенямъ разсматриваемой системы, а 
потому всф четыре входянйя въ него величины в, №, «и ф произвель- 
ны и совершевно независять другь отъ друга (только г>>0; #>>0; 
а уголъ и всегда будемъ выбирать такъ, чтобы онъ былъ по число- 
вой величинф не больше прямого). Теперь легхо показать, что четы- 
ремъ величинамъ %, №, ан ф, въ равенствахъ (26) можно придать 
тавя значеня, при которыхъ величины х и у получать требуемыя 
произвольныя положительныя значеня. Имфемъ: 


оо 605 %.605 фед? | 


17-52 ото 605 @. 603 Фу? ®8) 


Складывая и вычитая почленно эти два равенства, получаемт: 


откуда 


2505%, 605 ф } 


Не только первая, но и вторая полученная величина положительна, 
ибо, какъ видно изъ равенствъ (28), когда х>у, то уголъ ф долженъ 
быть выбранъ въ первой или четвертой четверти, причемъ с05$>0; 
когда ме «у, то уголъ ф должен быть выбранъ во второй или 
третей четвертн, прачемъ с05$<_0; величина же соза. согласно усло- 
вно, будетъ всегда положительна. Складывая и вычитая почленно два 
посллнихЪ понученныхъ равенства, имфемъ: 


2 
205%, 0$ ф 
2? 


2505 & . 205$ 


Принимаемъ о, а потому, при извлечейи квадратных корней изъ 
обфихь частей этихъ лвухъ равенствъ, передъь обоими радикалами 
надо удержать знакъ пяюсъ: 


ори у #-у 


73 605@. 605$ 


(29) 


су 


35050.с05ф 


Кром того, подкоренная величина во второмъ выраженши должна 
быть не меньше нуля, для чего должна быты 


(30) 


054.605 $ 


55 


Если ху и 60#4>>0, то должно быть: 


д? 


809%; 2059 {31} 
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Еслв же х«у и 505ф<.0, то должно быть: 


#—у 
. ра 3 
605%.605ф = эро {32) 
Такъ какъ величина дроби 
#— 
д-р 


по числовой величинВ никогда не больше единицы, то обоимъ усло- 
вямъ (81) и (32), а значить, и (80), всегда возможно удовлетворить 
избирая, напримёръ, въ первомъ случаБ углы & и ф ростаточно ма- 
лыми, а во второмъ-—уголъ « достаточно малымъ, а угонъ ф—доста- 
точно близкимъ къ 180°. Теперь изъ равенствъ (29} находимъ: 


[уе д —я ] 
Е 58 +И 26056 . 605$ 


05 &.с05ф 
аа | 9—4 
[Уре Уре 
2 2 505%. с05ф г 2605. 605 ф 


причемь р и в будутъ положительны. 

Итакъ, дфйствительно возможно подыскать такя значешя вели- 
ЧИНЪ 9, м, хи $, при которыхъ хи у получать требуемыя произ- 
вольныя положительныя значешя, совершенно не зависяшця другъ отъ 
друга (число системъ такихъ значенй 9, и, а иф вообще безко- 
нечно велико). 

Но при такихъ величинахъ х и у равенство (27) прюбртаетъ 
р$шительно тотъ же смыслъ, что и. равенство (15), а потому поведетъ 
къ извЪстиому уже виду функши движения (18), а потомъ-(18). 

Слфровачельно, разсмотрёне движеня нашей свободной изоли- 
рованной системы въ самомъ общемъ случаБ приводить къ тому же 
виду фувкши движеня, что и сравнеше движешй ея въ двухъ част- 
ныхъ положеняхъ частнаго случая ея движеня. 

Если во всфхъ формулахъ этого параграфа положить '-=0, 
причемъ с054-=1, то и получимъ этоть частный случай движеня 
системы, когда все движене происходить въ одной и той же плос- 
кости. Понятно, что полное разсмотрЬше этого частнаго случая не 
ножетъ дать чего-либо новаго, 

Въ сущности а рМой можно высказать положеше, кажущееся 
сначала нЪскольно парадоксальнымъ, что болфе обийй случай дви- 
жешя какой-либо опредфленной системы можеть привести къ болЪе 
частному виду функши движешя. ДЪйствительно, въ болфе общемъ 


(33) 
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случаь функщя двищеня должна получаться такого вида, чтобы она 
‘лия ббльшаго числа положен системы давала одно и то же зва- 
еше, для живой силы послфлней, что и можеть наложить большее 
число условый и ограничешй на параметры этой функщи, чБмъ при 
частиомь случаВ движены или разсмотрЬши только отальныхь по- 
ложенй системы. ° 

Однако, здЁсь это соображенше не имфетъ значешя, нбо част- 
ный случай фунющи движены можеть быть подучень изъ общей 
формы ея - 

@=а® 

только придашемь частнаго значеня постоянной а, а между тфмыъ 
аналитическое выражене принципа сохраненя энергли (20) показы: 
вает, что вообще выборъ коэффишечта а совершенно безразличен. 

$ 2. Система четырехь матеральныхь точекъ, сочлененныхь 
шаринрно ромбомъ. Еслн справедливы всЪ тБ положен, на кото- 
рыхъ основывается опредфлене вида’ фувкши движемя (гипотезы 
1 Пя Ш) то видъ этой функши вообще должень получаться одинъ 
и тоть же, лвижеше какой системы йи разсматривать. Ёслибъ, изъ 
разбора лвиженй какой-либо системы, получился другой видъ функ- 
ши, то, во всякомъ случаъ, функшя (18) должна была бы получаться 
изъ нея какъ частный случай —при частныхъ значешяхъ ея пара- 
метровъ, причемъ только эта функщя (18) и могла бы быть пранята 
за функдио движентя, ибо, въ противномъ случа, не быль бы удов- 
летворенъ принцить сохранены энерги для движеня системы двухъ 
одинаковыхь матеральныхь точек, соединенныхь идеальнымъ не- 
измБняемымъ стержнемъ. 

Но еслибъ разсмотрне движеня нфкоторой системы привело 
къ функши, отличной отъ (18) и не приводящей къ послёдней даже 
въ видБ частнаго случая, или обнаружило бы вообще невозможность 
существованы функщи лвижешя для ланнаго движеня данной систе- 
мы (получилось бы, напримЪръ, { (1) ==0), то это показало бы, что 
не вс принятыя здбсь основныя положешя динамикн справедливы. 

Разсмотримъ еще, въ вндф примфра, опредфлене. внда `фувкши 
движешя черезъ разборъ нфкоторыхь движевй свободной изолиро- 
ванной снстемы` четырехь матеральныхь точекъ, сочлененныхь шар- 
внрно ромбомъ (фиг. 8), причемъ массы каждой, пары точекъ, лежа- 
щихъ въ несмежныхь вершинах ромба, будемъ счнтать между собою 
равными и массы точекъ: 4 и В обозначимъ черезъ тж, а Си. Р— 
черезъ и; стержни ромба будемъ считать илеальными веизмВвяемыми, 
неимВющими массы. Предиоложниь; что мъ нёкоторый моментъ 
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времени всфыъ четыремъ матеральнымъ точкамъ сообщены скорости 
по направленямъ щагоналей ромба, причемъ точки, лежацая въ, нес- 
межныхъ вершинахъ, получаютъь равныя по величинВ, по прямо 
‚ противоположныя по направ- 
лено скорости. Можно утверя- 
дать (на основанш, напри- 
мЁЬръ, гипотезы 1), что дви- 
жене ромба будетъ происхо- 
дить такъ, что направлен 
магоналей его 4В и Син 
центръ 0 останутся неподвиж- 
ными, а каждая пара противо- 
положныхь точекъ будетъ 
имфть равныя по величин$, но 
прямо противоположныя ло на- 
правленно скорости, Дйстви- 
тельно, еслибъ только предио- 
ложить какое-либо другое дви- 
жеше системы, то можно было бы указать, по крайней мфрЪ, еще одно 
такое же вполнф ему подобное, и только вышеуказанное движеше не 
имфеть себф подобныхъ, Обозначимъ для любого момента времени 
скорости точекъ 4 и В черезъ в, а точекъ С и О—нчерезъ о. ВелВд- 
стве существовая связей ромба скорости у и в не независимы 
между собою, и они должны удовлетворять тому условно, что живая 
сила системы 7 остается постоянной величиной за все время движеня: 
Т=зт Г®- 2 в, 1 (6) = сонз. (84) 
Предположимъ теперь, что нашей системЪ, совершающей ука- 
занное движене, сообщено еще въ нёкоторый моментъ времени по- 
ступательное движеше въ направлен одной изъ щагоналей, напри- 
м5ръ, ВА; скорость этого движешя назовемъ черезъ Г и примемъ 
эту скорость настолько большой, чтобы за все время движешя было 
Т>е. Согласно съ гипотезой Ц, система сохранить оба ‘разсматри- 
ваемыя движены, причемъ въ любой моментъ времени скорости то- 
чекь В, 4, Си’) соотвтственно будуть: 


. : . т? 
Ги Р ИЕ у + 
Въ течеме всего времени новаго свободнаго изолированнаго 


абсолютваго движея живая сила системы т, должна оставаться по- 
стоянной: 


Тут у РФ — ая, ГСУ Р-Я) сои (85) 
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причемь скорость поступательнаго движеня 7 не измфняется, а из- 
мЬняются только скорости относительнаго (прежняго абсолютнаго) 
дважешя о и №. Въ виду постоянства живыхь силъ Ти Т, диф- 
ференщалы ихъ должны быть равчы нулю для всего времени обоихъ 
движений: 


аТ-3 т [') Фа [" (6) 40-0 


ат Г (ф-т ГУ 


Е 


2 лы Г ПИ ди 


Отсюда имфемъ: 


зп р (утра) 


в [+ (ИА >] 4 
п Г’ (6) в =—мГ@\ф 
Раздёливъ почленно эти равенства другъ на друга, получаем: 


# ГЕ-Э-Г (> 
т # 


(36) 


Это равенство относится рЪФшительно ко всфмъ движешямъ раз- 
смотрЪннаго рода и ршительно ко всёмъ моментамъ ихь, а потому 
легко показать, что не только величин И, но и величинамь иж 
можно придать въ этомъ равенствв совершенно произвольныя и другъ 
оть друга независимыя положительныя значешя, за исключешемъ 
только того, что должно быть Гоа. Обращаясь къ чертежу, примемъ 
Ор=л, Оу, а длину стержней ромба обозначимъ черезъ { тогда; 


ур =Р 


Дифференцируемъ это равенство по времени & 


р: 4 
2-Е у= 
Но 
4. 4 _ 
Е о 
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а потому 


или 


Обозвачаенъ уголъ ОРЛ черезъ $; тогда 


2 
«=? 
и 
ео 
5—5 


Сл довательно, всегла существуетъ такое положеше системы, въ но- 
торомъ соотвфтственнымъ точкамъ ея можно придать совершенно 
произвольныя и другь отъ друга. незавнсимыя положительныя ве- 
личины скоростей Фи #2. 

Пользуясь произвольнобтью величинъ, входящихъ въ равенство 
(86), примемъ 


тогда это равенство дастъ: 


ОР (ИТ) _ Гб -—9 
ИТ г 


Положивъ теперь 
` 9=0 
изъ предыдущаго равенства получаемть: 


27) [его 
у 


ре 9 


0 
Вторая часть этого равенства получаеть неопредфленный видъ 


о 


0 


но обычнымъ способомъ, взявъ отношене производныхъ чиспителя 
и знаменателя по т и сдфлавъ сюда указанную подстановку э==0, 
получаемъ: 


Е Оо е9 
2 [ т ] 


р 
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2 С 2[' (7) 
или 
Го 87) 
Представляемъ это равенство въ видВ 
р т 
Р-У 


и интегрируемъ; тогда: 
ЕГФ-ЕЕТ-С 


тд логариемы предполагаются натуральными, а С есть постоянная 
интегрирован! я; вмБсто С’ вводимъ новую постоянную с, связанную 
съ С сябдующимъ образомъ: . 


№ е=С 
Тогда имфемъ: 
ЕР еее 
откуда | 
Рр=ет о 89 


что приводить къ найденному уже виду функши лвижевя (16), а 
потомь—(18). 

Можно было бы разсмотрфть болфе общий случай движешя 
ромба, когда поступательное движене имфеть произвольнбе на- 
правлеше относительно его плоскости; но, кром$ болфе сложных 
математическихь выкладокъ, этотъ случай, какъ видно изъ приве- 
денныхъ выше соображенй, ничего новаго доставить не можеть. 

Итакъ, разборъ движешя системы, ничего общага не имфющей 
съ разсмотр6нной выше (стержня съ дзумя матеральными точками), 
приводить къ тому же виду функши движевя, какой получается для 
этой послёдней системы. - 
| КромЪ. того, настояний выводъ . отничается оть прелыду- 
щаго тфмъ, что здёсь ране опредфленя вида функщи движеня, 
совершенно не извёстна зависимость положен и скоростей точекъ 

‚ системы отъ времени, между тЪфмъ какъ въ препыдущемъ случаф 
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зависимость эта уже а р|оМ изнфстна ани же безъ труда можеть 
быть найдена. * 

$ 3. Системы матеральныхь точекъ, равном®рно раепред*- 
ленвыхь ва идеальной неизм%няемой окружности. Кром непо- 
средственныхт, выводовъ вида функщи движены изъ разсмотрфны 
движеня нкоторыхъ системъ, для удостовфрешя въ ея всеобшно- 
сти—можно прибЪгать и къ обратному способу, а именно, опредБ- 
лять, приводить ли видъ функши движеня (18} къ постоянству ве- 
личины живой силы данной системы при ея свободномъ изонирован- 
номъ движени. Понятно, что здфсь можно разсматривать только т 
движешя, поторыя а рйот, безъ зная вида фупкши двнженя, 
можно предсказать ва основани гипотезъ [, Ци Ш. 

Въ видЪ примфра такой прозвфрки обратимся къ разсмотрЪино 
нъкоторыхт движенй свободной изолированной системы и матерлаль- 
выхъ точекъ одинаковой массы‘ чи, равномфрно распредзленныхь на 
идеальной исизмфняемой окружности, не пмфющей массы. Положимъ, 
что въ нёкоторый моментъ времени эта система иметь врашатель- 
ное движеще вокругъ оси, проходяшей черезъ центръ неизмЪняемой 
окружности С (фиг. 4) перпендикулярно плоскости ея РР;, причемъ 
скорости матеральныхъ точекъ пусть булутъ #. 

Можно утверждать (ос- 
новываясь, напримфръ на ги- 
потезз Ш), что система со- 
хранитъ это вращене, съ той 
же скоростью матеральныхь 
точекъ в, вт, той же плоскости 
РР, и вокругъ той же точки 
С, ибо если предположить 
возможнымъ какое-либо пру 

Фиг. 4. гое движене, то всегда воз- 

можно указать, по крайней 

мЪфрф, еще одно ему вполяф подобное, и только выщеухазанное вра- 

шательное движеше не ныфеть себ подобныхъ. Предположим 

теперь, что системф, совершающей вышеуказанное вращательное 

движене, сообщено еще въ нфкоторый моменть времени какое-либо 

лоступательное движеше со скоростью ®. Тогда, согласно съ гипо- 

тезой П, система сохранитъ оба движеня, и плоскость вращешя РРа 

будеть перемфщаться поступательно со скоростью #, оставаясь все 
время параллельной своимъ прежнимъ положещяиъ. 

Пусть СР предетавяяеть проекцию скорости поступательнаго, 
движевя центра окружности С на плоскость вращеня РР; ‘а вели- 
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чнау угла между направлешями скоростей поступательнаго движеня 
и плоскостью РР, обозначимъ черезъ я. Согласно съ гипотезой П, 
величина этого угла, & равно и скоростей о и #2 не будутъ измфнять- 
ся за все время свободнаго изолированнаго движешя системы. На- 
правлеше, периендикулярное къ СР и проходящее вл, плоскости РР, 
черезъ центрь неизмняемой окружностн С, пусть будеть ЛЛ. Уголъ, 
образуемой ращусами нвухъ смежныхь матеральныхь точекъ неиз- 
мБняемой окружности, обозначимъ черезу, В; имвемъ: 


2п 
п 


в {89} 

ПеремЪиный уголъ, образуемый ратусомъ и—ой матеральной 
точки сь направлешемь /Д обозначимъ черезъ $: Тогда перемённый 
уголъ $, образуемый ралусомь какой либо Рой матеральной точки 
съ тБыъ же направлешемъ ЛЛ, будет: 


<= В 
Теперь, согласво съ формулой (24), для опредфленшя угла $ меж- 
ду направлешями скоростей поступательнато и вращательнаго лвиже- 
8 о и для +—0ой матерельной точки имфемъ выражене: 


605 ф==с05 &.с05 (Е? В) 


а потому скорость абсолютнаго движеня #--ой матеральной точки 
будеть: 


УЕ Езгю со а. соз (1 В) 


и, согласно виду функши движешя (18), живая сила ея получаеть 
значене: 


ат [4-43 205 @ . 603 9-79 


Живая сила абсолютнаго движенй всей системы и матеральныхь 
точекъ будегъ: у 


= па (о) Затуш 05 а } соз 2 


лоза нее ар... ово 
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Для суммы косинусовъ угловъ, состазляющихъ арифметическую, 
прогрессно, тригонометря даетъ *) вообще: 


605 $ с05 ен» со (РЗ... 005% 0-0Х 


Подставляя въ это равеиство выфсто угла Х уголъ В и его зпачеше 
{39), получаемъ: 


605 $605 ($ З)Нсоз (9-2 В... 00$ [9-5 (и— О =0 


а потому 


т. 


нат (ит 


авт нат (40) 


что, дВйствительно, пренставляеть постоянвую величину для всего 
времени свободнаго изолированнаго лвижешя системы. Изъ послд- 
няго равенства еще видно, что живая сина разсматриваемой системы 
при абсолютномъ движеши равна сумм живыхъ силъ ея для ука- 
заннаго вращательнаго и поступательнаго движений *), 


Изъ разсмотрнныхЪ системь можно составить звфздообразныя 
салошныя абсолютно твердыя тЪла, части которыхъ симметрично 
расположены вокругЪ нёкоторой оси. Положимъ, что такое тфло въ 
нБкоторый моменть времени имфетъ вращательное движенше вокругъ 
оси симметрии; на основайи гипотезы Ш можно утверждать, что въ 
дальнфйшемъ врашене бунетъь происходить вокругъ этой оси, при 
неизмённомъ положени ея въ пространствЪ, съ постоянной угловой 
скоростью. Можно также показать, что указанное тфло не можеть 
само но себ прюбрЪсти поступательнаго движеня и вдоль оси вра- 
щешя, хотя бы оно и не имфло плоскости симметруи, перпендикуляр- 
ной этой оси. Дъфйствительно, еслибъ тБло начало прюбрЪтать по- 
ступательное движене вдоль оси вращешя, то, согласно принципу 
сохранешя энерг, угловая скорость вращешя его должна была бы 


1) Е. ИржевальскИ, Прямолинейная тригонометрия. 1897 г. Стран. 1бо. 
*) Въ дальнЁйшемь изложеши динамики это послфднее положеше  доказы- 
вается для ‘весьма общиаго случая. движен!я неизывняемаго тфла. 
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уменышится; пусть при этомъ скорость поступательнаго денжешя в 
нЪфкоторый. моментъ была бы нЪкоторая х. Вообразимъ теперь въ 
чачальный моменть наше тло съ тавимъ же вращещемь, что и 
раньше, но имБющимъ еще поступательное движене вдоль оси вра- 
щеня со скоростью х, но въ сторону, противоположную направленно 
предылущаго поступательнаго движения. Тогда, согласно съ гипоте- 
зой П, тфло сохранитъ предыдущее предполагаемое движеше и новое 
поступательное движене со скоростью х, причемъ Въ начальный 
моменть времени будетъ вращаться съ ранфе указанной ‘начальной 
угловой скоростью и двигаться поступательно со скоростью х.`Но 
настанетъ такой моментъ времени, когда, при уменьшившейся угло- 
вой скорости вращенй, оба поступательныхъ движеня взаимно 
уничтожатся, т. е. произойдетъ уменьшен!е живой силы по сравненйо 
съ начальной ея величиной. Но такъ какъ этого быть не. можетъ, то, 
дЬЙствительно, необходимо принять, что наще вращающееся тфло не 
можеть само по себф получить поступательнаго движешя вдоль оси 
вращен. | 

Наконець, нашему вращающемуся вокругъ оси симметрии тфлу 
можно приписать еще любое поступательное движене, причемъ, со- 
тласно съ гипотезой П, оно сохранитъ оба эти движешя. Все тфло 
можемъ разбить на рядъ системь одинаковыхъ элементовь или 
матеральныхь ‘точекъ, неизмфнно связанныхъ между собою и рав- 
номфрно распрецфленныхь по соотвфтственнымъ окружностямъ. Для 
каждой такой системы, за все время составного лвижешя тфла, ве- 
лизнна живой силы остается постоянной, а потому. не будетъ иф- 
няться и живая сила всего разсматриваемаго твердаго тБла. за все 
время его свободнаго изолированнаго движеня. 


Однако, для показая правильности выбора вида функши дви- 
женя (18), значительно ббльшее значене имфютъ косвенныя дока- 
зательства, указывающия на постоянное совпадене наблюдаемыхъ 
явлен съ предсказанными, чбыъ отдВльные примфры прямыхъ ло- 
казательствъ, въ род$: привеленнаго за\сь. 

$ +. Сплошное абсолютно твердое тфло. При опредфленм вида. 
фучнкщи движешя были введены двз фиктивныхь поняйя: матераль- 
ной точки и неизмняемаго. стержня, неимВющаго массы. Однако, 
изложеше эдфсь можно вести, ограничиваясь приняцемъ только одного 
и, кромф того, мене фиктивнаго понятй--сплошного абсолютно твер- 
даго тфла. Вообразимъ какое-либо такое тЁло,. имфющее. ось. сим- 
метр!и С (фиг. 5), причемъ въ одномъ случа будемъ предполагать 
въ немъ двф. безконечно. малыя пустоты, симметрично. ‘расположен- 
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ныя относительно осн С, а въ пругомъ случаф пустоты эти будемъ 


предполагать одинаково заполненнымн вешествомъ тЪ 


‚ массу ко- 


тораго въ каждой изъ нихъ обозначимъ тогда черезъ 4. Положимъ, 


что въ обонхъ случаяхт, ТВлу сообщены въ нф- 
которые моменты ‘времени вращательныя лвиже- 
и вокругЪ оси симметрии! С; тогда, согласно выше- 
изложенному, тфно въ обоихъ случаях будетъ 
равномрно вращаться вокругь этой оси, при- 
чемь скорость элементовь А и 0 обозначимь 
черезъ в. Предположимъ лалфе, что въ обоихъ 
случаяхь тЗлу сообшено еще какое-либо посту- 
пательное движеше--лля простотя примемъ на- 
правлешя скоростей этого длвижешя » периенди- 
кулярными оси С, т. е. лежащими въ плоскостях 
врашеня  соотвфтственныхь  знементовъ ‘гБла. 
Тогда, согласно гипотезв П, тфло въ обоихъ 
случаяхъ сохранить оба сообщенныхт ему двия:е- 
ня. ОрнимЪняясь къ выводу вида функщи движе- 


ня, данному въ [-й глазЪ, разсмотримъ въ обоихъ случаяхъ два 
положеня тфла: одно, когда линя .4В перпендикулярна къ направле- 
ыямъ поступательнаго движешя, нм второе, когла она имъ парал- 
лельна. Живую силу тЁла безъ элементарныхь пустотъ обозначимъ 
въ этихъ цвухъ положеняхь соотвтственно через Ту и 7. Тогда, 
пренебрегая безконечно малыми второго порядка, для живой силы 
тЬла сь указанными двумя элементирнымн пустотами соотв тственно 


будемъ имфть: 


Т—/ (©) т —Г в) ат 


Тау (узрая) аи 


Но изъ принципа сохранен энерми слБдуетъ: 


П=Т 


3. 


Пу 


|2) дт-—Г (@— 0) ат ТЬ— 8 р (Уи) дп 


причемъ предполагается э>и Вычитая почленно второе равенство изъ 
перваго, получаемъ: 


р е-Е и) Фиг @— в) таза у (У -Рая) ат 
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Равенство это приближенное, но оно неограниченно стремится къ 
точному при безпредбльномъ уменьшен массы элементовъ я. Изъ 
приведеннаго равенства слфдуетъ такое: 


Гого ю=а г (Ут ая) 


которое должно сдълаться математически точнымъ въ прелфлф, при 
фи=0; но такъ какъ вс элементы этого равенства совершенно не 
зависятъ отъ величины ат, то можно утверждать, что равенство это 
будетъ математически точнымъ само по себЪ, независимо отъ вели- 
чины массы элементовъ 4. Но послфднее полученное равенство впол- 
нф тождественно съ равенствомъ (14), а потому приводитъ къ извЪ- 
стному уже виду функщи движешя (16), а потомъ—(18). 

Все сказанное въ настоящей главф даетъ извфстное подтверж- 
дене тому обстоятельству, что выражеше (18) принято за функю 
движенйя правильно, хотя главное доказательство, какъ было уже указа- 
но, представляет полное совпадене выводовъ теор съ данными опы- 
та и наблюдещя 


